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1. Motorrader fahren Kurven mit Schraglage
(charakterisiert durch den Winkel « im Bild rechts), so
dass die Resultierende aus Gewichtskraft und
Zentrifugalkraft parallel zur Hochachse (H) verlauft.
Bauartbedingt kann im Beispiel die Schraglage
o, =45° nicht uberschritten werden.

a. Betrachten Sie eine gleichmaRig beschleunigte
Motorradfahrt auf einer Kreisstrecke mit Radius
R =62,5m. In Abstdnden von 10 m und 40 m nach
dem Start passiert das Motorrad Lichtschranken. Die
Messung der Zeit zwischen den Messpunkten ergibt At =2s.

Wie groB ist die Bahnbeschleunigung? 5ms™
b.  Nach welcher Fahrtstrecke auf dem Kreis wird die maximale Schréglage «,,,, = 45°
erreicht? 62,5m

c.  Welche Gesamtbeschleunigung a . hat das Motorrad in diesem Punkt? 11, 2ms?

Losungen:
la.  Fir eine gleichmaRige Beschleunigung gilt:
1
s(t)= e t?
wobei ag die Bahnbeschleunigung bezeichnet.

Erster Messpunkt bei s, =10m: s,=5s(t)= %aB t?=10m

Fur sz = 40 m gilt: szzsz(tz):%a8t22:40m
Die Wegdifferenz ist: As=s,—-s =30m
Setze: t,=t +At=t +2s

s, :%aB (t1+At)2

Allgemeiner Ldsungsweg (etwas umstandlich):

Fur die Differenz s, —s, gilt: (s,—s)=As=agt At +%aB (At)2
2-a,t, At=2-As—a, (At)2
Far t, gilt: t = 28
a‘B

2-a, ’ﬁAtzz-As—a[(At)2
a'B



Quadrieren: 4.8’ 28 AP —4A8 —4-As-ag-(At) +al-(At)'

B
Umstellen: a; (At)4 -8-a, -Sl(At)z —4.As-a, (At)z = —4.AS?
Quadratische Erganzung:

a2 (At)' —2-ag-(At)-(4-5,+2-As)+(4-5,+2-As)" = —4-AS? +(4-5,+ 2.
Umstellen:  (a, -Atz—(4-sl+2-As))2 = —4.AS?* +16-52+2-4-5,-2-As+4- As?

(a5 -At? —(4'51+2-As))2 =16-57+16-5,-As

aB+:i((4 s, +2- As)+4,\fs +5, - As)

Einsetzen der Zahlenwerte:

1
a,, = E(M 10+2-30)m:+4,(100+10-30)m’ )
a,, = %((40+60)m+41/400m)

a
ag, (25+20)ms =45ms~ scheidet aus
ag

Ergebnis: =(25-20)ms™ =5ms™

As)2

Vereinfachter Losungsweg (durch Einsetzen von Zahlenwerten ohne Einheiten):

Fur die Differenz s, —s, gilt: (s,—s,)=As=agt At +%aB (At)2
Einsetzen von Zahlenwerten: 30=a,t-2+ % ag -4
Far t, gilt: t = 20
a'B
15=4a, ,@ +a;
a'B
. . 2 2 2 20
Quadrieren: (15—-a, )" =225-30a, +a; =a,3-a—:20aB
B
Quadratische Ergénzung: a2 —50a, +25° =—225+625=400
(2, —25)" =400 = 20°
a,, =+25+20
ag, =+25+20 =45 scheidet aus
Ergebnis: a;_ =+25-20=5

1b. Im Fall maximaler Schraglage ¢, =45° ist die Zentrifugalkraft gleich der
Gewichtskraft.

Es gilt: Fp=m==mg=F



1c.

la.

Es folgt: Voo =RG =\,’62,5m-10ms‘2 =25ms™!

max

-1
Zeit zum Erreichen von Vmax: tax = Vinax _ 25ms:2 =58
a; 5ms
1 2 1 ) 2
Fahrtstrecke: Snex = 2 = 5 5ms™(5s) =62,5m
Gesamtbeschleunigung: A, =+/a; +a;

Radialbeschleunigung = Zentripetalbeschleunigung = - Zentrifugalbeschleunigung
2

= Ymax _10m g2
R

Gesamtbeschleunigung: B = \/aé +a2 =52 +10> ms* =11,2ms~

a'zf

Zentrifugalbeschleunigung: |ag| =

Auf einer ebenen Kreisbahn mit Durchmesser von 200 m wird ein Motorrad getestet. Die
Testfahrt erfolgt zunachst gleichmaRig beschleunigt bis zum Erreichen der
Hochstgeschwindigkeit und anschlieRend gleichférmig. Zur Kontrolle der
Beschleunigung befinden sich Lichtschranken im Abstand von 10 m und 22,5 m nach
dem Start zur Messung der Zeitdifferenz At.

Wie grof ist At, wenn die Bahnbeschleunigung a, =5ms™ betragt? At=1s
Wie grol? ist die Hochstgeschwindigkeit v, die dadurch gegeben sein soll, dass das

max !

Motorrad eine Schraglage von 45° erreicht hat? V., =31,62ms™

Der Weg bis zum Erreichen von v, sei S, . Wie groB ist die Gesamtbeschleunigung

nach der Wegstrecke S, /2 und welche Schréglage hat das Motorrad an diesem Punkt?
a,, =7,07Tms?, p=27°

max

Welche Zeit benotigt das Motorrad fir die ersten funf Runden? tes =102,55
Losungen:

Lo : 1 .,
Fir Lichtschranke 1 gilt: S = EaB t; *)

. : 1

Fir Lichtschranke 2 gilt: S, = EaB t>
mit At=t,—t und t, =t +At
und As=s,-s =12,5m

1 1 1 1
As=s,—S :EaBtZZ——aBtl2 =52 (tl+At)2_EaBt12

2

As=%a3tf +aBt1At+%aB Atz—%aBtf

1
5% At® +ag t At = As

At=+ /tf+ 24 ~t,
aB




1c.

aus (*) folgt: tlz\/ﬁ:\/ 20m2 =J4s=1425s

ag 5ms”
(nur pos. Los. moglich)
2As

At=+ 2 +522
b

At =+ 452+ﬂ—23
5ms”

At =+,/45° +55° —25=(43-2)s

nur pos. Losung moglich: At =+1s

Fur Lichtschranke 1 gilt: S, = 1aB 2 t= 28 _ |20 njz =2s
2 ag 5ms

Fir Lichtschranke 2 gilt: s, =laB 2 t,= 2:s, _ |45 njz =3s
2 ag 5ms

Losung At=t, -t =3s-2s=1s

Im Fall maximaler Schraglage «,,, =45° ist der Betrag der Zentripetalbeschleunigung
gleich dem Betrag der Erdbeschleunigung.
2

\"
Es gilt: Vinex _
g =g
Es folgt: V,, =+JRg =+/100m-10ms~? =31,62"
S

v =3162M-114K"
S h

-1
Zeit zum Erreichen von Vmax: toox = Ve _ 31,62 rrjzs =6,32s
ag Sms
Gesamte Fahrtstrecke bis v, ,, : S :%aB t2 = % 5ms~ (6,32 s)2 =100m
Halbe Fahrtstrecke: S”‘Tax =50m
2
Far Sme gilt: S Lo 2 _ V' (Smawz)
2 2 2-ag

Geschwindigkeit bei Sr"TaX : V(Spasz) = 4|28 SmTax = 2550 M =22,36"

S S

Die Gesamtbeschleunigung ist die Vektorsumme von Radial- und der
Tangentialbeschleunigung.

[v(smax,z)]2 _500m*s? _
R 100m

5ms™

Radialbeschleunigung: a, =



Tangentialbeschleunigung: a =a, =5ms™

Gesamtbeschleunigung: B = \/af +a2 =5°+5" ms? =7,07ms

Schréglage: Winkel ¢ gegen die Senkrechte mit Gegenkathete a, und Ankathete g

5ms—
10 ms™

@ = arctan (%) =27°

tangp =

1d. Zeit fur die ersten funf Runden:
Gesamtlénge von funf Runden: Sges = 5.(z-D)=3142m

Weg fiir Beschleunigung S, =Sy =100m int, =t =6,32s

Weg fur gleichférmige Bewegung: S, =Sges —Ss = (3142—100) m=23042m

Zeit fur gleichférmige Bewegung: t, = o 3042m_l =96,25s
Vv 31,62ms

max

Zeit fiir fiinf Runden: te =1, +1,=(6,32+96,20)s=102,55

1. Beim Testlauf einer Maschine wird deren Drehzahl in 5 Minuten gleichméRig von Null
auf 4500 Umdrehungen pro Minute erhoht. AnschlieRend bleibt die Drehzahl 300s lang

konstant und wird dann wieder gebremst. Auch der Abbremsvorgang ist gleichméaRig
beschleunigt: Pro Sekunde nimmt die Drehzahl um An=2,5s" ab.

a. Wie groB ist die Winkelbeschleunigung in der Anlaufphase? a, =1,571s

b. Wie grol} ist die Winkelbeschleunigung in der Abbremsphase? a, =-15,71s?

c. Welche Gesamtzeit erfordert der Testlauf. te. =630s

d. Wie viele Umdrehungen macht die Maschine insgesamt? N =34875
Losungen:

la. Winkelgeschwindigkeit: @ =27n =27-4500min"" = 27z~%03 =471.24s™

Winkelbeschleunigung beim Hochlaufen:
o _Ao @, —0 _ 471,24s™
' At 300s  300s
1b. Winkelbeschleunigung beim Abbremsen:

=1,571s7

Ao 27-An _ 2%-(—2,55’1)

o, = = =-15,71s7?
At 1s 1s
1c. Beschleunigungszeit: t, =300s
Zeit fur gleichférmige Drehung: t, =300s
-1
Zeit fur Abbremsung: t, _o_4rl2as =30s

a 15,71s>



Gesamtzeit: t.e. =630s

1 1

o -t? =-1,571s72-300° s’
1d. Umdrehungszahl beim Hochlaufen: N, = 2 =2 =11250
2r 2
Zahl gleichférmiger Umdrehungen: N, = w;—tz = 22500
T
1053 £ 1-15, 71s72.30° s*
Umdrehungszahl beim Bremsen: N, = ¢ =2 =1125
2r 2r
Gesamtzahl der Umdrehungen: Ny =34875

1. Ein zylindrischer Zentrifugenbehalter mit Radius 10 cm l&uft zun&chst mit einer Drehzahl
von 20.000 mint. Dann wird die Drehzahl gleichmaBig 30 s lang erhoht, bis am
Zentrifugenrand eine radiale Beschleunigung vom Vierhunderttausendfachen der
Erdbeschleunigung wirkt.

a. Wie groB ist die Winkelbeschleunigung? a =141s?
b. Wie grof? ist die Bahngeschwindigkeit am Zentrifugenrand, wenn die maximale Drehzahl
erreicht ist? Vv, =632ms™
c. Wie viele Umdrehungen sind bis zum Erreichen der maximalen Drehzahl nétig?
N, =20098
Losungen:

la. Bei t =0 dreht sich die Zentrifuge mit einer Drehzahl von
n, =20.000min* =333,33s™*
Die Winkelgeschwindigkeit zum Zeitpunkt t =0 betrégt:
@, =2r-n, =2094,40s™
Die Drehlzahl/Winkelgeschwindigkeit der Zentrifuge steigt dann so lange, bis fur die

Radialbeschleunigung gilt: a_=400.000- g = 4.000.000ms™

Fir die Radialbeschleunigung gilt: a, = %

Bahngeschwindigkeit: Vg =T

Es folgt: a = r’ ‘ra)f =r-w’

Maximale Winkelgeschwindigkeit: @, = % = \/4'0006’01(:2 ms =6324,55s
Maximale Drehzahl: n =2 =1006,585 " = 60395 min*

2r
_Aa): W, — ),

Winkelbeschleunigung: o=
At At



1b.

1c.

_ (6324,55-2094,40)s™

Ergebnis Winkelbeschleunigung: o= = =141,0s7?
s
Bahngeschwindigkeit: Vg =r-@ =0,1m-6324,555 ' =632,455ms*
Zahl der Umdrehungen: A\ :(pm—ax:i-(a)o-AHla-Atzj
g 2r 2« 2
Nges = 1. (2094, 40s™-30s +l :141,05+(30 s)zj
2r 2

Zahl der Umdrehungen: N, =20098

Ein Motorrad fahrt aus dem Stillstand heraus gleichmaRig beschleunigt auf einer
kreisformigen Teststrecke. Am Ende der ersten Runde betrégt die Schraglage des
Motorrades 45° (entspricht dem Winkel zwischen der Hochachse des Motorradfahrers
und der Horizontalen, der bei einer stabilen Zweiradfahrt erforderlich ist). Wie grof3 ist
die Bahnbeschleunigung, wie grol? ist die Radialbeschleunigung und wie groR ist die
Gesamtbeschleunigung nach einmaligem Umrunden der Kreisstrecke? (gefordert sind:
Herleitung und Bestimmung der Zahlenwerte der Beschleunigungen).

a; =9-0,079577=0,7957ms ™, a, =g=10ms~’, a,, =10,032ms™

Ldsungen:

Bei einer Schréglage von 45° ist die nach auBen gerichtete, horizontale
2
. . V . . .
Zentrifugalbeschleunigung a,- = —a,, = _EB betragsméaRig gleich der vertikal nach unten

gerichteten Erdbeschleunigung g ist. Es gilt fur den Betrag der Zentripetalbeschleunigung:

2
Vv
a,. =-52
P R
VZ
Es folgt: R=-& 1)
g
Bezeichnungen: v, = Bahngeschwindigkeit, R = Radius der Kreisbahn

Da die Bewegung entlang der Kreisbahn gleichméaRig beschleunigt sein soll, gilt fir die
Geschwindigkeit am Ende der ersten Runde:

Vg =2y - Aty

wobei a; die konstante Bahnbeschleunigung und At, die Zeit fur die erste Runde und
bezeichnet.



2

L _a(a)

Es folgt aus GlI. (1): 2
g
Da es sich um eine gleichméaRig beschleunigte Bewegung handelt, gilt fur die Wegfunktion:
1
s(t)= 5% t?:
Bei der ersten Runde betragt der zuriickgelegte Weg:
U=27-R
Wobei U der Umfang der Kreisbahn ist, fur den gilt:
1 2
U :Zﬂ'R :EaB (Atl)
Fir den Radius der Kreisbahn ergibt sich:
1 2
R=—a; (A 3
PG (3)
1 a’-(At)
Aus Gl. (2) und GI. (3) folgt: —a, (Atl)z =2 (At)
4 g
g
Es folgt: a, =—
J ° 4rx
Ergebnis Bahnbeschleunigung: a; =g-0,079577 =0,7957ms™

Laut Aufgabenstellung soll die Schréglage des Motorrades am Ende der ersten Runde 45°
betragen. Die Zentripetalbeschleunigung (= Radialbeschleunigung) ist demnach gleich g, die
Zentrifugalbeschleunigung gleich —g.

Ergebnis Radialbeschleunigung: a, =g=10ms~

Da Radialbeschleunigung und Bahnbeschleunigung senkrecht zueinander sind, gilt fur die
Gesamtbeschleunigung:

Gesamtbeschleunigung: Qs =yAg +35 = |07+

’ 1 g 2
A, =0 l+——=—"-/1+(4 =1,0032-

a,, =10,032ms™
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2.

Ein Quader mit Masse m, =1kg und eine Rolle

(Vollzylinder) mit Masse m, =1kg und Radius R

sind durch eine (ndherungsweise masselose) Stange
verbunden. Der Zylinder rollt ohne zu gleiten. Auf
den Quader wirkt eine Gleitreibungskraft mit

Us =0,4, auf die Rolle wirkt eine Rollreibungskraft
mit ., =0,05. Wie groB ist die Beschleunigung,

wenn der Winkel der schiefen Ebene g =30° betragt? 2,44ms™

Ld6sung

D’ Alembertsches Prinzip fiir die

Krafte an der Rolle: (Fr—Fy —F—Fg)—-mga=0 1)
Drehmomente an der Rolle: F, R- J =0 2
Krafte am Quader: (Feo +Fq FGQ )-mg-a=0 A3)
wobei Fs =My -g-sin( ) - Tangentialkraft an der Rolle

F., - Haftreibungskraft von Rolle und schiefer Ebene
Far = Lz - Mg - g -c0s( S) - Rollreibungskraft der Rolle
Fs; - Kraft der Rolle auf die Verbindungsstange

Fy, - Kraft des Quaders auf die Verbindungsstange

Fo =M, - g-sin(3) - Tangentialkraft an der Rolle

Feo = Mo -M, - g-cos( ) - Rollreibungskraft der Rolle

Es gilt die Nebenbedingung:  F,, =, oder F, —F, =0 4)

Addition von Gl. (1) und (3):

(Fr —Fu —Foe = Feg ) +(Fog + Fo — Fag

Umformung: (Fa+Fo—Fu —Fre = Foo )+ (Fso —Fir ) (Mg —mo )a=0 (5)
Jqa 1 m-RPa 1

Aus Gl. (2) folgt: FF=—=="—Ff _ —="'m_-a 6
(2) folg TR Ty R T M (6)

Einsetzen von Gl. (4) und Gl. (6) in GI. (5):
3
(Fr+Fo—Fe —FGQ)—(EmR +mQja:0

)mamao

_ FtR + FtQ - FRR - FGQ
1,5-mg+m,

(e +mq )sin(B) (s -, + 1 -1y ) 05 ()

1,5-mg +m,

Losung:

a=g¢



(1+1)kg-sin(8)—(0,05-1+0,4-1)kg -cos( 3)
(1,5-1+1)kg
2-sin(8)—0,45-cos(3)

a= =Q-0,2441=2,44ms>
g 25 g

2. Man vergleiche eine rollende Kugel mit Masse
m, =1kg und einen gleitenden Quader mit Masse

m, =1kg auf einer schiefen Ebene. Der
Steigungswinkel der schiefen Ebene betragt 9=30°
. Beide Korper starten in der Hohe h =1m ohne
Anfangsgeschwindigkeit
(siehe Abb, nicht malistabgerecht!).

a.  Wie gro muss die Gleitreibungszahl y fir den

Quader sein, damit er in der gleichen Zeit wie die
Kugel unten ankommt? Die Rollreibung der Kugel

soll vernachlassigt werden. z; =0,165
b. Wie grol? sind die Zeiten fur das Rollen bzw. das Gleiten? 1,058 s

Ldsungen:

2a. Es handelt sich um eine gleichmaRig beschleunigte Bewegung ohne
Anfangsgeschwindigkeit.
h

sin(9)

Fir die Roll- bzw. Gleitzeit folgt: t= 2—h
a-sin(9)

Die Rollzeit der Kugel ist gleich der Gleitzeit des Quaders, wenn die Beschleunigungen
fiir Kugel und Quader gleich groR sind.
Die Gewichtskraft F, =m, g wird zerlegt in die Tangentialkomponente F, und

Es gilt: s:%at2 =

Normalkomponente F, .
Es gilt: R =F,-sin(3)=mgsin(9)
F, =F, -cos($)=mgcos(9)
Beschleunigung a, der rollenden Kugel mit Masse m, und Radius R, :
Die Tangentialkomponente F, erzeugt eine Beschleunigung des Schwerpunktes ax und

eine Winkelbeschleunigung o mit Hilfe der Haftreibungskraft zwischen Kugel und
schiefer Ebene. Zur Erzeugung der Winkelbeschleunigung « ist das Drehmoment M

erforderlich. Das D'Alembertsche Prinzip flr die rollende Kugel lautet:
Fur die Krafte wirkend auf den Schwerpunkt (R, —F,)—m,a, =0 *)

Fir die Drehmomente: M,=F, R, =J,-a :%m1 R:-a

Die Kugel soll rollen. Rollbedingung: a, =Ry -



2b.

2
Einsetzen in GI. (*): (Fﬂ( —m]—m,( a =

5R, Ry
Es folgt: m, gsin(19)—§m,<a,<—m,<aK =0
Schwerpunktbeschleunigung der Kugel: a, = g gsin(9) (@))

Beschleunigung a, des gleitenden Quaders my,:

Die Tangentialkomponente F, erzeugt eine Beschleunigung des Schwerpunktes ax. Die
Gleitreibungskraft F., = 1 F, = 14 M, gcos$ wirkt entgegengesetzt. Das
D'Alembertsche Prinzip lautet:

(FtQ_FGQ)_mQaQ =0

Einsetzen von F, und F,: My, gsin(9)— £ M, g cos(9)—m, a, =0
Beschleunigung der gleitenden Masse: ay =0 (sin(&)—yG cos(&)) 2)
Wenn Roll- und Gleitbewegung in gleichen Zeiten erfolgen sollen, gilt:

8y =
Einsetzen von GI (1) und GL. (2): gg sin($) = g(sin () - g cos(9))
g kann gekiirzt werden: gsin(s) =sin(4)— 1 cos(9)

f €0s(3) =sin (3)—%sin (9)= ésin (9)

Ergebnis: Lo = %tan (9)=0,165

Zeit fur die Rollbewegung:
Fir die Beschleunigung der Kugel gilt nach Gl. (1):

aKzg-g-sin(B)

a, = . 10ms? sin (30°)=3,571ms™
7

) h 1m
Gesamtweg: Sges = = =— =
sin(9) sin30°
Es gilt flr die gesamte Rollzeit: Sges :%aK tos

Lésung flur Rollbewegung:

[P
ges
a'K
o _[27h 1 fpah
* \5gsin*(9) sin(H)\5 g
14-1m
t. . =2 |——
o \/ 5-10ms~

Einsetzen:



Ergebnis: t,. =2 14m

i — =2-0,5295=1,058s
50ms

Zeit fur die Gleitbewegung:
Beschleunigung fiir Gleiten nach Gl (2) a, = g(sin()— u cos(9))

a,=10ms™ (sin(ﬁ)—0,165'ﬂe COS(IB))

a, =3,571ms™
Losung fur Gleitbewegung: ’
Mit s, folgt:
~sin(9) g-(sin* 9— g sin 90039)
Ergebnis: [ 2-1m =1,058s
10ms(0,25-0,0714)

2. Die Massen my und m; sind in der gezeigten
Anordnung mit einem Seil verbunden, das durch
eine (voll-) zylinderférmige Umlenkrolle mit
mg =1kg umgelenkt wird. Die Masse des Seils
kann vernachlassigt werden. Der Steigungswinkel
der schiefen Ebene betragt 8 =30°, die
Haftreibungszahl x,, =0,25 und die ‘\9
Gleitreibungszahl x; =0,20.

a. Die Masse 2 sei m, =1kg . In welchem Wertebereich muss m; liegen, damit das System
weder nach links (I) noch nach rechts (r) weggleitet, sondern haften bleibt?

(Hinweis: gesucht: m™ fur r und m™ fir I1) 1,396kg =m™ <m, <m™ =3,527kg

b. Berechnen Sie die Beschleunigung a"™° wenn m, =m™ und das System nach links

gleitet. a" =0,304ms™
c. Berechnen Sie die Beschleunigung a™"™ wenn m =m™ und das System nach rechts
gleitet. a™"™ =0,209ms™
d. Wie groB ist die Seilkraft im Haftreibungsfall? Fim = F*™ =10N

e.  Wie groB sind die Seilkrafte links und rechts der Umlenkrolle ( F/™ und F*"™) im

Gleitreibungsfall, wenn das System nach rechts gleitet? (entspricht Aufgabe 2c).
F*™ =9,791N F™ =9,690N

Ldsungen:

2a. Bedingung fiir den Haftreibungsfall in Bezug auf eine Bewegung nach rechts:
Hiyt rex M, 9 -COS(6) 2m, g —m, g -sin(0)



2b.

2cC.

Masse m, gleite nicht nach rechts, wenn gilt:

i m
2 min — 2
M= sin(0)+ w4, cos(0)
HS min 1kg
Ergebnis: m>m™" = =1,396kg

~0,5+0,25-0,866
Bedingung fur den Haftreibungsfall in Bezug auf eine Bewegung nach links:
L4, -M;, g-cos(@)=m, g-sin(8)—m, g
Masse m, gleitet nicht nach links, wenn gilt:
mZ
SING — 4y, 1 COSO

m <m™ =

m, <m™ = 1kg =3,527 kg
0,5-0,25-0,866

Ergebnis: m, bleibt haften, wenn: 1,396kg =m™ <m, <m™ =3,527kg
Gleiten nach rechts, wenn:  m, < mlmin =1,396kg
Gleiten nach links, wenn: ~ m, >m™ =3,527kg

Beschleunigung beim Gleiten nach links, wenn m =m™ =3,527kg:

Beschleunigung verursachende Kraft: F™ =m, g-sin(6)=17,64N

Bilanz der Krfte: > Antriebe — > Widerstande =m, -a"*
Ftllinks _(FGl +Fp+ ng) = (ml + mz)' a"

Es gilt fur die Rolle (Vollzylinder mit k =0,5):

M, Ja Ja™ 05mgR*a™

. R R Rz RZ — O,5mR aIinks
Es folgt: m, g-sin(0)—(u -m g-cos(6)+m, g)=(0,5m, +m +m,)a"
: m, (sin(&)— . -cos(8))—m
L('jsung: aIlnks _ g . l( ( ) He ( )) 2
0,5m; +m, +m,
links 3,527-(0,5-0,2-0,866)—1
a " =g- =0,0304-¢g
0,5+3,527+1,0
Ergebnis: a"™ =0,0304-g =0,304ms
Beschleunigung beim Gleiten nach rechts, wenn m, =m™ =1,396kg :
Beschleunigung verursachende Kraft:  F, =m,g=10N
Bilanz der Krifte: > Antriebe —» Widerstande =m,,, -a"™""
ng _(Ftl + FGl + FHR) :(ml + mz)'arecmS
Es gilt flr die Rolle (Vollzylinder mit k =0,5):
rechts 2 rechts
_MR:Ja:Ja :O,SmRR a ~0,5m, a"™"

TR R R? R2
Es folgt: m, g _(rﬂl g-sin(6)+ us-m g ~COS(6’)) =(m, +0,5m; +m,)a"™"



2d.

2e.

m, —m, (sin(8)+ s cos(6))

rechts

Ldsung: a "~ =g-
m +0,5m, +m,
echs 1-1, 396(0, 5+0,2-0, 866)
a " =g- =0,0209¢
1,396 +0, 5+1
Ergebnis: a™™ =0,0209g =0,209ms ™

In 2a. wurde hergeleitet, dass im Haftreibungsfall m <m™ =3,527 kg gelten muss.
Wenn m =m™ =3,527kg ist, ist F, naherungsweise F,

I:H,max = luH ) mlmaxg ) COS(Q)

F :0,25-35,27N-cos(H):7,636N

H,max
Seilkraft rechts ist: F*"™ =m,g=10N
Kontrolle: Seilkraft links: R =m™ g-(sin(0)— 4, -cos(6))
R =(835,27-(0,5-0,25:0,866)) N
™ =10N

min

In 2a. wurde auch hergeleitet, dass im Haftreibungsfall m, >m/
Wenn m =m™ =1,396kg ist, ist F, naherungsweise F, ..

I:H,ma\x :uH rnlmmg COS( )

=1,396 kg gelten muss.

Seilkraft nach rechts: F*" =m,g=10N

Kontrolle: Seilkraft nach links: F™ =m™ g-(sin(6)+ u, -cos(6))
F"™ =(13,96-(0,5+0,25-0,866)) N
F™ =10N

Fazit: Im Haftreibungsfall ist die Seilkraft links und rechts der Umlenkrolle fiir alle
Werte von m,, fur die 1,396kg =m™ <m, <m™ =3,527kg gilt, gleich groR und sie
betragt 10 N.

Seilkréfte rechts und links der Umlenkrolle im Gleitreibungsfall:
Seilkraft rechts: FSIreChts =m, g—m,a=10N—-0,209N =9,791N

Seilkraft links: R =, + Ry + Ry, =m g-(sin(6) + 4 -cos(6) )+ ma
R/ 13,96 N -(0,5+0,2:0,866)+(1,396-0,209) N

Fslinks =9,398N +0,292 N =9, 690N
M, Ja Ja
R R R
Fsrechts _ Fslinks =0,101IN =0,5-1-0,209N =0,104N = —FR

Kontrolle: Es gilt: Freom — ™ =

=0,5-mya

Abweichung ergibt aus Rundungsfehlern.




2.

o

2a.

Ein Wagen auf vier Radern mit der Gesamtmasse (inklusive
der Rader) von m,, =10kg beginnt zum Zeitpunkt t =0 eine
schiefe Ebene mit dem Neigungswinkel & = 30° herunter zu
rollen. Die Ré&der des Wagens (Vollzylinder) wiegen jeweils
m, =1,5kg . Der Wagen ist mit einem Seil Uber eine

Umlenkrolle (Vollzylinder) der Massem, =1,0kg einem

m,

nz

Winkel = 30°

Hohlzylinder der Masse m,, = 2,5kg und Radius

R,, =0,2m verbunden (siehe Skizze). Der Hohlzylinder rollt dadurch (ohne zu gleiten)

auf der waagerechten Ebene. Fur den Hohlzylinder als auch fiir die Wagenréader betragt
die Gleitreibungszahl x4 =0,05.

Bestimmen Sie die Beschleunigung des Systems? a=2,4ms™

Wie groB sind die Seilkrafte rechts und links der Umlenkrolle?
F,, =14,457N F,, =13,255N

Wie viele Umdrehungen machte der Hohlzylinder in den ersten 15s? N (t =155) =215
Ldsungen:

Die Tangentialkomponente der Gewichtskraft F,, ist die antreibende Kraft des Wagens
auf der schiefen Ebene mit Steigungswinkel g =30°. Die Rollreibungskraft F,, , die
Seilkraft Fg, und die Haftreibungskréfte 4-F,,, , die an den vier Radern die passenden

Drehmomente erzeugen, wirken der antreibenden Kraft entgegen.

Nach D’Alembert gilt fiir

die Krafte am Wagen: (Fuw —Frrw —Fsw =4+ Fw )—m,,2=0 1)
F. - Tangentialkomponente der Gewichtskraft
Feew - Rollreibungskraft am Wagen
Fsw - Seilkraft am Wagen
F.w - Haftreibungskraft zwischen Rad und Ebene zur

Erzeugung des Drehmoments
Da in der Masse des Wagens m,, =10kg laut Aufgabenstellung die Masse der vier Rader

bereits enthalten ist, wurde in Gl. (1) auch die Tragheitskraft der Rader bereits
berticksichtigt.

Fir das Drehmoment M., an jeweils einem der Rader gilt:

My = Foy -R:%mR-RZ-a

Mit der Rollbedingung folgt:  F,, :%mR -a
Einsetzen der verschiedenen Kréfte in Gl. (1) liefert:
. 1
(mNg -Sin(B) - 41 -y, g -cos(5) - Fy, —4~(5mR ~aD—mN a=0 (2

Fiir die Kréfte am Hohlzylinder gilt nach D’ Alembert:
(FSH —Fern = Fan )_ m;a=0 3)



2b.

Fsy - Seilkraft am Hohlzylinder, wobei gilt: Fy, = F,
Feen - Rollreibungskraft am Hohlzylinder
F.. - Haftreibungskraft zwischen Hohlzylinder und

Ebene zur Erzeugung des Drehmoments
Fir das Drehmoment M, am Hohlzylinder gilt:

M,=F,,-R,=1m, R, «
Mit der Rollbedingung folgt: F,, =m,,-a
Einsetzen der verschiedenen Krafte in Gl. (3) liefert:

(FSH —Hg My g —My, a)_mHz'a:O (4)
Addiert man GI. (2) und Gl. (4) folgt nach Umformung:

My 9 ‘Sin(ﬁ)_'uR +My, G- COS( )= 1 -Myyz - _(st —Fs ): %)

=(2my+2m,, +m, )-a

Die Differenz der Seilkréfte rechts und links der Umlenkrolle erzeugt ein Drehmoment

1
M, an der Umlenkrolle. M, =F, r=(Fy —Fg)r =E-mr r’.a

r

Mit der Rollbedingung folgt: ~ (F, — Fg ):%m -a (6)
Einsetzen von Gl. (6) in GlI. (5) liefert:

(m,v -sin(B)— ptg (M, -cos(B)+m, ))g =[2mR +2m,,, +m, +%mrj.a
Losung fur die Beschleunigung:

(my -sina— s (M, -cosa+m,, ))

2m, +2m,, +m, +;mr

a=g-

~,10-s5in30°-0,05-(10-cos30°+2,5)
3+5+10+0,5

mit g =10ms~ folgt: a=10ms?.0,2401=2,40ms™

a=10ms

Die Seilkrafte ergeben sich aus den Bewegungsgleichungen der einzelnen Systeme:
Mit g =10ms™ und a=2,4ms folgt aus GlI. (2) von 2a.:
Fyy =M, -(sin(,B)—yR -cos(ﬁ))-g—(ZmR +m,)-a
Fow =(10-(sin(/8)—0,05-cos(8))-10—(2-1,5+10)-2,4) N
Fyy =14,457N
Mit g =10ms™ und a=2,4ms™ folgt aus GlI. (4) von 2a.:
Fy =My (44 -9 +2-2)=10-(0,05-10+2-2,401)N
F,, =13,255N

1
Kontrolle: (Fow —FSR):Emr -a



(Fow —F ) =(14,457-13,255)N =1,202N =1,2N

%mr -a=(0,5~1~2,401)N =1,201N =1,2N

2c. Die kinematische Gleichung den Winkel ¢(t)=27-N(t) fiir die Drehbewegung des
Hohlzylinders lauten:

p(t)=27z-N (t):g00+a)o-t+%at2

wobei hier gilt: @,=0 und ¢, =0 und a:%
11 a
Es folgt: N(t)=—=at?’= 12
J () 27 2 Ar-R,
2.401 2
Fir t =155 folgt: N (t =15s) = (155)° =2 =—_.(15)* = 215
- s 101 (t=155) 47-R, (15s) =402 %)

2. Ein Vollzylinder der Masse m,, =1,5kg auf einer

schiefen Ebene mit dem Neigungswinkel o =30° ist
mittels eines Seils tber eine Umlenkrolle der Masse
m; =0,2kg (Vollzylinder) mit einem Hohlzylinder
der Masse m,,, =1,0kg verbunden. Der

Neigungswinkel der schiefen Ebene des Hohlzylinders
betragt S =60°, die Rollreibungszahl x, =0,04.

a. Inwelche Richtung bewegt sich das System?
Bestimmen Sie die Beschleunigung unter der Nebenbedingung, dass die Zylinder rollen

und nicht gleiten. a=0,101 ms™
b. Wie grof sind die Seilkrafte am Vollzylinder F;,, und am Hohlzylinder F;,,, ?
K.z =8258N K, =8,248N

Ldsungen:

2a. Tangentialkomponenten der Gewichtskrafte von Vollzylinder und Hohlzylinder:
Ry, =M,0-sin(a)=15-10-0,5N=7,5N
F iz =My9 -sin(,B) =1,0-10-0,8660N =8,66 N

Das System bewegt sich nach “rechts®.
Nach D’ Alembert gilt fiir

die Kréfte am Hohlzylinder:  (F,, =R, 1, —Foppiz —Fpz ) —My; @=0 (1)
mit:

Tangentialkraft am HZ: Rz =My, -g-sin(B)=8,66N

Rollreibungskraft HZ: Fariiz = Mg - My - 9-c0s( )

Seilkraft HZ: Fs nz



Tragheitskraft: Fronz =My, -a

Da der Korper rollt, wirkt an der Kontaktstelle von Hohlzylinder und schiefer Ebene die
Haftreibungskraft F, ., die das Drehmoment M,,, erzeugt:

My =Fiur
Drehmoment M, M, =F, . r=1m, r’«a
Mit der Rollbedingung folgt:  F,,, =m,, -a
Einsetzenin Gl. (1):  (m,,g-sin(B)—ma— s -my,g-cos(B)—F,, )—mHZa =0
m,,g-sin(B)— s -m,,g-cos(B)—F,, —2m,a=0  (2)

Nach D’ Alembert gilt fiir

die Krafte am Vollzylinder:  (F,,, —Fyy; —Fryz —Fivz)—M, 2=0 A3)
mit:

Tangentialkraft VZ Ry, =M, -g-sin(a)

Rollreibungskraft \VZ: Farvz = Mg -M,; - 9-COS ()

Seilkraft VZ: Fovz <Fopz

Tragheitskraft: Fryv, =—M, -a

Da der Korper rollt, wirkt an der Kontaktstelle von Vollzylinder und schiefer Ebene die
Haftreibungskraft F,,,,, die das Drehmoment M,, erzeugt:

1
My, =Fyyz - r =Em\/z T’
Mit der Rollbedingung folgt:  F,, :%m,z -a
Einsetzen in GI. (3):(FS'VZ —%m,za—,uR -m,, -g-cos(a)-m, -g -sin(oc)j—m,Z -a=0

Fs,vz_/uR'm\/zg'Cos(a)_m\/zg'sm(a)_gm\/z'azo (4)
Addieren Gl. (2) und GI. (4):
(mHZ ’Sin(ﬁ)_m\/z -Sin(a)—,uR ’(mHz 'COS(IB)_m\/z -COS(a)))- g _(FS,HZ - I:s,vz)

:(gm\/z +2mHZ)'a
Die Seilkrafte F,, und F;,, sind entgegen gesetzt gerichtet und ihr Betrage sind nicht
gleich. Vielmehr erzeugt die Differenz der beiden Kréfte ein Drehmoment M, zur
Beschleunigung der Umlenkrolle erzeugt.
Drehmoment: Mg =(Fspz —Fsyz )R
wobei Radius der Umlenkrolle: R
D’Alembertsches Prinzip fiir die Drehmomente an der Umlenkrolle m,

> M, -J,a=0

()

Massentragheitsmoment der Umlenkrolle:

1
‘]R =§mR R2

Rollbedingung: a=R-«



2b.

Es folgt: (Fouz —Fsyz )R-

Addiere Gleichung (5) und Gleichung (6). Es folgt:
(mHZ -sin(B)—m,, -sin(a)— uy -(My, -cos(B)—m,, -cos(a)))- g
3 1
=(Em,z +2m,, +§ij-a
Losung fur die Beschleunigung:
o Mz sin(8)—m,, sin(a)— u, (M, cos(B)+m,, cos(c))

3 1
Em,z +2m,, +5mR

g

_ (1,0-sin(60°)~1,5-sin(30°))—0,04-(1,0-cos(60°)+1,5-cos (30°))

(6)

()

a= g

15-1,5+2-1,5+0,5-0,2
Ergebnis: a=0,0101-9 =0,101 ms™

Berechnung der Seilkréfte:

Nach GlI. (2) aus 2a. gilt:

Mz 9 ‘Sin(ﬂ)_ﬂR ‘Mz 9 'COS(ﬂ)_ Fsnz —2M;a=0
Seilkraft an HZ: Forz =My, 9-sin(B)— 1z -m, g-cos(B)—2m,,a

Fs 2 =|(10-sin(60°)-0,04-1,0-cos(60°))-10—2-1,0-0,101| N
F, .z =8,258N
Nach Gl. (4) aus 2a. gilt:
. 3

Fsvz — g - M,z 9 -cos(a)—rr\,zg 'Sm(a)_zmvz -a=0

Seilkraft an VZ: Fevz = Mg -M,;9-c0S(a)+m,, g -sin(oz)+gm,Z -a

Fovz {(o, 04-1,5~cos(30°)+1,5~sin(30°))-10+§L5-0,101} N
F.., =8,248N
Kontrolle: Es muss gelten: (FS,HZ -Fsy; ) :%mR a
(Fspz —Fyz ) =0,01N

1mR a=(0,5-0,2-0,101)N =0,01N
2
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3. Die folgende Aufgabe wurde bereits als Ubung zum Thema Dynamik behandelt.
Bestimmen Sie jetzt die Losungen, ohne das D’Alembertsche Prinzip zu verwenden, d.
h. ohne die Beschleunigung zu ermitteln:

Man vergleiche eine rollende Kugel mit Masse
m, =1kg und einen gleitenden Quader mit Masse

m, =1kg auf einer schiefen Ebene. Der
Steigungswinkel der schiefen Ebene betragt
3 =230°. Beide Korper starten in der Hohe h=1m
ohne Anfangsgeschwindigkeit
(siehe Abb., nicht malistabgerecht!).

a. Wie groR muss die Gleitreibungszahl u fir den
Quader sein, damit er in der gleichen Zeit wie die
Kugel unten ankommt? Die Rollreibung der Kugel

soll vernachlassigt werden. z =0,165
b. Wie grol3 sind die Zeiten flr das Rollen bzw. das Gleiten? 1,058 s

Ldsungen:

3a. Kugel und Quader bewegen sich gleichmaliig beschleunigt. Wenn die
Endgeschwindigkeiten gleich grof? sind, sind auch die Zeiten fiir die gesamte Bewegung
auf der schiefen Ebenen gleich groR. Die Endgeschwindigkeiten kdnnen mit Hilfe des
Energieerhaltungssatzes bestimmt werden.
Sowohl die Kugel, als auch der Quader besitzt im Ausgangszustand (Index 0) folgende
Energien:
E

E

E
E

+Ekin,0 mit Ekin,O =0
=mgh=(1-10-1)J =10J

ges,0 = pot,0

ges,0 = pot,0
Rollen der Kugel:
Fur die Kugel gilt im Endzustand (Indes 1) am Ende der schiefen Ebene:

EgesK,l = EpotK|1 + EkinK,l mit EpotK,l = 0

Bei einer rollenden Kugel verteilt sich die kinetische Energie auf einen Anteil fir die
kinetische Energie der Translation und einen Anteil fir die kinetische Energie der

Rotation:
EkinK,l = EkinK,trans,l + EkinK,rot,l
) 1

Translation: Evink wrans 1 = > My - Vi

) 1 )
Rotation: Eink rot1 = > J o
Fiir J gilt allgemein: J=k-m-R?
und der Rollbedingung: v=R-w

2
woraus folgt: Eink rot1 = % k-m, -R® (\%K) = g M, - Vi



3b.

2 1,

Fir die Kugel ist k = 5 ; Epink rots = ng Vi
1 1 7
Es folgt: EgesK,l = EkinK,l = EmK 'V12K +§mK 'V12|< = EmK 'V12K
Nach dem Energieerhaltungssatz sind die Gesamtenergien in Pos. 0 und Pos. 1 gleich
7
grois: Egesk 1 = Ekink 1 = EmK 'VlzK =m,gh= Epotc 0 = Egesc 0
Es folgt: Vy = \/g g-h= 2101 ms*=378ms™ *)

Gleiten des Quaders:
Fur den gleitenden Quader gilt im Endzustand (Indes 1) am Ende der schiefen Ebene:

EgesQ,l = EpotQ,l + EkinQ,l +WR mlt EpotK 1 = O
und: Eiing = % M, Vi
und der Reibungsarbeit: W, = £45 - M, -g-c0s(9)-s
fur den Weg s qilt: S=— h
sin(9)
es folgt: W, = 445 - M, - g-cot(9)-h
Einsetzen: E o1 = % My Vi + 4 - My - g -cot(3)-h

Nach dem Energieerhaltungssatz sind die Gesamtenergien in Pos. 0 und Pos. 1 gleich

groR: E

gesQ,1 =

1
M Vio + g My -g-cot(F)-h=my gh=E 00 =Ego

1

E-va + 1 -g-cot(9)-h=gh
Vi = \/Zgh-(l—ye -cot(9))
Gesucht der Wert von 4, fir den v, =v,, ist.

Vy = /?g -h =\/Zgh~(1—,uG -cot(9)) =vyq

Auflésen nach v, :

10
7g-h:29h-(1—ye-cot(.9))
5 2
cot(9)=1-=-==
Losung: Lo :%-tan(g) =0,165

Nach GI. (*) gilt fur die Endgeschwindigkeit der rollenden Kugel:

Vi :\/gg -h = 2101 ms*=378ms™
Da es sich um eine beschleunigte Bewegung handelt, gilt ferner:

v(t)=a-t und s(t):%a-tz



es folgt: v(t) =

2-S
t
Einsetzen: Vi = /Eg-hzz'sz 2:
7 te  ty-sin(9)
Lbsung. L - 2h 7 1 [
sin(9)\10-g-h sin(9)\ 5.9

Ergebnis: t, =— 1 141 1 0585
sin(30°) V510

3. Ein Quader mit Masse m, =1kg und eine Rolle

(Vollzylinder) mit Masse m, =1kg und Radius R sind

durch eine (ndherungsweise masselose) Stange verbunden.
Der Zylinder rollt ohne zu gleiten. Auf den Quader wirkt
eine Gleitreibungskraft mit x; =0,4, auf die Rolle wirkt

eine Rollreibungskraft mit z; =0,05. Der Winkel der

schiefen Ebene betragt g =30°.

Das System aus Quader und Vollzylinder Masse bewegt
sich von der Position 0 in die Position 1. Der Schwerpunkt
bewegt sich dabei um die Hohe H =2m nach unten. In der
Position 0 hat das System die Geschwindigkeit v, =5ms™.

Wie groR ist die Geschwindigkeit in Position 1?

v, =6,67ms™
Losung:

Gesamtenergie in Position O:

Eges 0 Epot 0 Ekin 0~ Epot,O + ( Ekin—trans,O + Ekin—rot,O)

Epo = (Mo +Mg )-g-H =(1+1)-10-23 =40J
in-trans. 0 =%(mQ +mR)v§ ~0,5-2-5°J =25
2
Kin-rot,0 =%mR V¢ =0,25-1.5"J=6,25]
E,.,=40J+25]+6,25] =71,25J

ges,0

Gesamtenergie in Position 1:

E E

kin—trans,Q,1 + Ekin—trans,R,l + Ekin—rot,R,l +WR,Q +WR,R

:ﬂG.mQ.g.H.Cot(ﬂ)

gesl

H
Weo =yG-mQ-g-cos(ﬂ)-W



W, , =(0,4-1-10-2)J -cot() =13,85J

H
WR,R:ﬂR'mR'g'COS(ﬂ)' - =,uR-mR-g-cot(,B)

sin( )

Wi =(0,05-1-10-2)-cot(,3):L73J

1 1

Epees = (§<mQ +mg )+ 2 jvf + Wy o + W

Energieerhaltungssatz: E_.,=E

ges,1

v, = Eges,o _WR,Q _WR,R
0,5(mg +mj )+0,25-m,

B (71,25—13,85—1,73)J _ [55,67m?

K _\/(0,5(1+1)+o, 25-1)kg _\/ 1,255

=6,67ms™

3. Ein Pendel mit der Masse m, =2-m, und der
Geschwindigkeit v, =1ms™ stoRt elastisch auf zwei in Ruhe
nebeneinander hangende Pendel mit der Masse m, und

m,=0,5m,.

Bei den StoRvorgéngen befinden sich alle Schwerpunkte auf gleicher Hohe (gestrichelte  |-=--====-=--mmmmsmmmmmem—fomn oo o
Linie).

a. Wie grol} ist die Geschwindigkeit u, der Masse m, und die

g = 2o " iy = (L5

Geschwindigkeit u, der Masse m, nach dem StoR?
U, =+0,3333ms™, u, =1,7777ms™*

b. Welcher Anteil der urspriinglichen Energie von m, wird auf m, (bertragen?
Enachher

kin,2 _ 0,
Evorher - 79’ 0%
kin,0

Ldsungen:

3a. Es handelt sich um zwei separate zentral elastische St6Re: Zundchst stél3t m, auf m,,
dann stot m, auf m, .
Die allgemeine Gleichungen fur die StoBpartner m, mit v, (vorher) und u; (nachher) und
m, mit V, und U, fir einen zentralen elastischen Stof3 lauten (siehe Formelsammlung):

G=—2M g MMy
m, +m, m, +m,

S WL Tl

m, +m, m, +m,
1. Anwendung auf ersten StoR: m, =2m, mit v, =1ms™ stoRt auf m, mit v, =0:
Geschwindigkeit u, von m, nach dem ersten Stol3:

U,




3b.

2m, My ml
Uy = v, +
m+m - m +m1
Losung: U, = _2m - mlv =+— v =+0,3333ms™*
2m, +m,
Geschwindigkeit u, von m; nach dem ersten Stol:
ul 2m0 rnl mO V1
m0+m1 mo m,
u, = 2:2m,_, 22 vozﬂvozl,3333ms’1
2ml+m1 3 3

2. Anwendung auf zweiten StoR: m, mit v, =1,3333ms™" stoRt auf m, =0,5m, mit
v,=0:
Geschwindigkeit u, von m, nach dem zweiten Stof:
u = 2, Vz"'ml_m2 1
m, +m, m, +m,
g =M v, = _m -0, 5ml
m, +m, m, +0, 5ml 1 5
u, =0,3333-1,333ms™ =-0,4444ms™
Geschwindigkeit u, von m, nach dem zweiten Stol3:

u, = 2m, VAL il ¥V}
m, +m, m, —m,

=My~ 2\ _13333.13333ms"
m, +m, 1+0,5

Ergebnis: u, =1,3333-1,3333ms™ =1,7777ms ™"
Energie der Masse m, vor dem ersten StoR:

S :%m0 V= %(2 m, )1? m_

Energie der Masse m, nach dem zweiten Stof3:

2
E e % m, u? = %o, 5m, -1, 7777 T—z

2

2
graner ~ 1o 5 m,-1,7777 = m,.0,7901%
2 s S

kin,2

Eqns™  0,7901

vorher :79’0%
EX™ ~ 1,0000

Ergebnis: P=




3.

Ein Korper der Masse m, =1kg gleitet aus der Hohe
h=1m eine schiefe Ebene mit dem Neigungswinkel

6 =30° hinab. AnschlieRend rutscht er auf einem
horizontalen Streckenabschnitt der L&nge s, =1 m und

n

my

stoRt am Ende auf einen Pendelkdrper mit der Masse
m, =1,5kg . Die Gleitreibungszahl auf der gesamten "

Strecke betrégt u; =0,2. Berechnen Sie, um welchen
Winkel das Pendel mit der Masse m, ausschwingt, wenn die Lange der Pendelstange
L =1,5m betragt (Masse der Pendelstange kann vernachlassigt werden), fur folgende
Bedingungen:
Einen (vollkommen) elastischen Stof3 zwischen den Massen m, und m, .

Prax = 36,23°
Einen vollkommen unelastischen Stol3. Do =17,89°
Wie grol? ist der Energieverlust beim vollkommen unelastischen Stof3 (3c.) relativ zur

kinetischen Energie des Korpers m, unmittelbar vor dem Sto3? Qu =60%
kin,2

Gleitbewegung der Masse m, :

Gesamtenergie der Masse m, am Anfang: Egecnz = Eptaz t EBinaz
Kinetische Energie am Anfang: Egnaz =0
Potentielle Energie am Anfang: Epotn, =M, gh=10J
Gesamtenergie am Anfang: Egesn2 = Eporaz =M, gh=10J
Gesamtenergie am Ende: Egese2 = Epotez T Biinez TWa ges
mit der potentiellen Energie: Epoe.=0

— : 1
und der kinetischen Energie: Ednes= Emz V2
Gesamte Reibungsarbeit: Wi ges =Wio +Why,

wobei W, der verlorenen Reibungsarbeit auf der schiefen Ebene entspricht:
Wy, = i mgcosd s,

. : h
Der Gleitweg auf der schiefen Ebene betragt: s, =——=2m

sing
fur die Reibungsarbeit W;, folgt mit s : W, = t4; Mg Ccosé s, =3,464J
Gleitweg horizontal: s, =1m

W, bezeichnet die Reibungsarbeit entlang des horizontalen Wegstucks s, :
W, =y;mgs, =2,000J
Gesamte Reibungsarbeit: Wy ges =Wr o +Wi, =5,464 ]

R,ges
Energieerhaltungssatz: Eges.nz = Eges ez
Einsetzen: Epot,A,z = Ekin,E,Z +WR,ges

Kinetische Energie der Masse m, unmittelbar vor dem Kontakt mit dem Pendel:
Ekin,E,2 = Epot,A,Z _W = 4, 536 J

R,ges




3a.

3b.

Geschwindigkeit des Korpers m, vor dem Kontakt mit dem Pendel:
2.E.

Ergebnis: v, = [—0E2 =3 012ms™
m2
(Vollkommen) Elastischer Sto3 mit v, =0:
Ansatz:
Impulserhaltungssatz: m, Vv, =m.u, + m, u,
Energieerhaltungssatz: %mz V= % m, u? + % m, u’
Loésung nach Formelsammlung (Ableitung siehe Vorlesung):
Geschwindigkeit u,: b =My M
m +m, m, +
mit v, =0 u, = 2m, v2—i 3012ms
m +m, 25° 5
u, =2,4096ms™
o 2 m, —
Geschwindigkeit u, : u, = m v, +—2 My
m, +m, m, +m,
mit v, =0: u, =T~ 2_1_1’5v2:—£-3,012ms‘1
m, +m, 2,5 5
u, =0,6024ms™
Energieerhaltungssatz: M, 9 Nyagicen = > m, u’

Ui 2,4096°ms™

helastisch =5 = o = 07 290m
249 2-:10ms
Fir den Winkelausschlag ¢,,,, des Pendels gilt:
— helastisch
Ccos =
Prmax L
; L- helast'sch
Winkelausschlag: @rax = AICCOS f'
Drax = ArcCOs (m) =36, 23°

Vollkommen unelastischer Stol3 mit v, =0 und u=u, =u,

Q,, ist die Energie, die beim vollkommen unelastischen StoR als VVerformungs- oder
Waérmeenergie verloren geht.

Ansatz:
Impulserhaltungssatz: m, v, =(m,+m,)u
Energieerhaltungssatz: %mz V2= %(m1 +m,)u®+Q,

m 1k 2
Losung fir u U=s—=->=—v, = 9 v, =%y

m+m, ° 25kg ° 5°
u=0,4-3,012ms ™" =1,2048ms™



3c.

3a.

. _ 1 .
Energleerhaltungssatz' ml g hvollk.unelastisch = E ml UvoIIk.uneIastisch 1

u?  1,2048°m?*s

isch = 5 = — =0,0725m
hvollk. unelastisch 2 g 2 10 m 572
Winkelausschlag: Doy = arccos( hulielastlsch J
. = (1, 5-0, 0726) _17.89°

Energieverlust beim vollkommen unelastischer Sto mit v, =0 und u=u, =u,;

Q,, ist die Energie, die beim vollkommen unelastischen Stof? als Verformungs- oder
Waérmeenergie verloren geht.:

Energieverlust: Q. :%m2 v§—%(m1+m2)u2
. 2 1 1 4 1 4
mit u =z Vs w =5 M, vV —E(ml+m2)2—5v§ =§(mz —2—5(ml+m2)jv§
1 , 14 2
Setze: m, =3m und m, =2m Q. :E(Zm)v2 _EE(Sm)VZ

Relativer Energieverlust:

Eine homogene Kugel der Masse m, =0,3kg und Radius r, =0,2m rollt
eine Bahn in Form eines Viertelkreises mit dem Radius R =1m herunter

und stoRt mit einer zweiten Kugel mit gleichem Radius und der Masse
m, =0,2kg zentral und elastisch zusammen. Die zweite Kugel hdngt an

einem L =1,2m langen Seil. Die Masse des Seils ist vernachlassigbar.

m;

Wie groB ist die Geschwindigkeit der ersten Kugel unmittelbar vor dem

StoR? v, =3,381ms™
Um welchen Winkel ¢ wird die zweite Kugel am Seil nach dem StoRR ausgelenkt?
¢=19,8°

Wie groR ware die Deformationsenergie, wenn die Kugeln nach dem StoR
aneinanderhaften wirden?
Q=0,6859J

Energieerhaltungssatz fir m, : Gesamtenergie am Beginn ist gleich Gesamtenergie am
Ende der Rollstrecke:
E =E +E

pot — —kin,trans kin, rot




3b.

nyg(R—r):%mlvar%chof

1 1(2
”HQ(R—V)=§”HV12+§(3”HRZja’12

Es gilt die Rollbedingung: vV, =r-o
1 2 V7
Es folgt: mlg(R—r):EmlvarEmleR—12

7
mlg(R—r):Emlvl2

Geschwindigkeit von m, vor dem Sto: v, = g(R—r)-g

v, = §~(l—0,2)m~10ms2

Ergebnis: v, =3,381ms™

Zentraler elastischer StoR zwischen m, und m, . Es gelten der
Impulserhaltungssatz: mVv, =mu, +mu,

2

. 1 1 1
und der Energieerhaltungssatz: SV =2 m, u + Sm, u?

Aus der Formelsammlung kann die Losung fiir u, entnommen werden:

u, = 2m, SPEELL LV}
m+m, = m+m,
Da v, =0 ist, gilt: P ~v1=%~3,381=4,057ms‘1
rT‘l-i_mZ ’

Nach dem StoR wird die kinetische Energie des Pendels mit Masse m, und der
Pendelléange L ausgelenkt und dabei der wird der Schwerpunkt um h angehoben. Es gilt:

%mzuj =m,gh

2

1 2m

™ ) €t
1 2

2

he 2m, 2v_1
m+m, ) 29

2 2 022
ho[_203 | 338m i _0,8230m
O!3+O;2 2'10m5
Auslenkungswinkel: Q= arccos( R}; h] _ arccos(l’ 0 —10,08230j

1,0—0,8230)279’80

Ergebnis: Q= arccos[



3c. Es handelt sich um einen vollkommen unelastischen StofR.

Es gilt der Impulserhaltungssatz: mv, =(m +m,)-u
Es folgt: u=—" v, = 0.3 v, = §-3, 381ms™
m, +m, 0,3+0,2 5
u=2,0286ms™

Der Energieerhaltungssatz in erweiterter Form lautet:

1 1
Emlvl2 =E(ml+m2)~uf+Q

2
1 1 m
Deformationsenergie ==mv:i-=(m +m,)- 1 V2
: Q- gmut-dmom )L
1 m
=| — 1— 1 .V2
Q [Zm{ ml+m2n !
Ergebnis: Q= 10,3kg 1—L .3,381°m?%s >
2 0,3+0,2

Ergebnis: Q=0,6859J
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4. EinJunge (Masse m, =40Kkqg ) sitzt mit einer Holzkugel der Masse ntial

My, = 2kg auf einem Karussell in Form einer Scheibe mit Masse

Mg, =100kg und Radius Ry, =1,5m ineinem Abstand r; =1,3m von

der Drehachse. Junge und Kugel kdnnen als Massenpunkte, das Karussell als
Vollzylinder behandelt werden. Das Karussell steht zundchst still.

a. Mit welcher Winkelgeschwindigkeit dreht sich das Karussell mit dem Jungen Karussel
(ohne Holzkugel), wenn der Junge die Kugel mit der Geschwindigkeit Msen Rsen

Vv, =10ms™ radial einem anderen Kind zuwirft? w, =0
b. Mit welcher Winkelgeschwindigkeit dreht sich das Karussell mit dem Jungen (ohne Holzkugel),
wenn der Junge die Kugel mit der Geschwindigkeit v, =10ms™ tangential einem anderen Kind
Zuwirft? o, =0,144s™
c. Verwenden Sie die Losung des Aufgabenteils 4b. und bestimmen Sie, wie viele Umdrehungen

N das Karussell zusammen mit dem sitzenden Jungen bis zum Stillstand ausftihrt, wenn in der
Drehachse ein Reibungsdrehmoment von —0,2 Nm wirkt? N =1,497

radial

Losungen

4a. Bei einem Wurf in radialer Richtung wird der Drehimpuls des Karussells nicht
beeinflusst. Da das Karussell anfanglich stillstehen soll, bleibt es auch nach dem radialen
Waurf in Ruhe: w =0

4b. Ein Wurf der Kugel in tangentialer Richtung kann den Drehimpuls des Karussells beeinflussen:
Zustand 1: Alles ruht

Es folgt: L, =0
Zustand 2: Kugel fliegt mit Geschwindigkeit v, tangential weg,
ihr Drehimpuls ist L,

Karussell mit dem Jungen dreht sich im Uhrzeigersinn mit
Winkelgeschwindigkeit o,

Es folgt: L, ==Ly +(Ly +Lgg ) = =My, 1y Ve +(mJ r’+ JSCh)-a)K
mit: L =m,, 1,V =2kg-1,3m-10ms™ =26kgm?s™
L, =m, -r’ o, =40kg-13*m* - @, =67,6kgm, -,
1 2

Lse, = E Mgy, * R * @

L, =0,5-100kg -1,5°m? - @, =112,5kgm? - o,

Drehimpulserhaltungssatz: L, =L,
Es folgt: 0=-my, I Vg +(ma ry+ Jsm)'wK

My NV, _  26kgm’s™

o = = =0,144s™
©omyri+dg, (67,6+112,5)kgm’

Ldsung fir o :




Drehzahl: N, =% =0,0230s™

2r
4c. Dynamische Grundgleichung der Drehbewegung:
M=J-«
Winkelbeschleunigung: a=M_ —0,2Nm =-0,00111s7?

~ ) (67,6+112,5)kgm’
Fir die Zeit des Bremsvorgangs t, gilt:

(04
n(t)=n+—-t =0
()= o=,
—_— . — . _l
Es folgt: { = Ne2r 22w 0023057 g4 04,
a —-0,00111s
Zahl der Umdrehungen wahrend des Abbremsvorgangs:
1 o ,
N=N()=n -t +=-—-t
(x) K *x 2 272_ X
. -2
N =0,0230s-130,195 + o’ozﬁ 130,19%s2
T
Ergebnis: N =N(t,)=2,9944-1,4972 =1,497

4. Ein Junge mit einer Masse von m;, =50kg lauft mit einer
Geschwindigkeit v, =3ms™ entlang einer Linie, die tangential an
einem reibungsfrei drehenden Karussell mit Masse m, =250kg und
Radius R, =3m vorbei fiihrt. Drehrichtung und

Geschwindigkeitsrichtung kénnen der Skizze entnommen werden.
Die Umdrehungszeit des Karussells betrage T, =12,565s . Der Junge

springt im Berlhrpunkt der Tangente auf das Karussell.

a. Wie groB ist die Umdrehungszeit des Karussells nach dem
Aufsprung?
Te =9,77s
b. Bestimmen Sie den Anteil der anfanglich verfugbaren Energie, die beim Aufspringen des
Jungen in Reibungs- bzw. Rutscharbeit (zwischen Schuhen und Karussell) umgewandelt

wird. AW =0,1095210,95%

ges

c. Der Junge bleibt zundchst einige Umdrehungen lang auf einem Punkt am Karussellrand
bei R, ~3m stehen und springt dann mit v, =1,5ms™ tangential in Drehrichtung des

Karussells wieder ab. Welche Umdrehungszeit hat das Karussell anschlie3end?

T,g”:%=14,23
n

K
4a. Drehimpuls des Jungen bezogen auf den Drehpunkt des Karussells mit Radius R, :
L, =R¢-m, v,
Drehimpuls des Karussells vor Aufsprung des Jungen:



LK =‘JK " Wy

mit: Jy :%~250kg-32 m?® =1125kg m®

Drehimpuls des Karussells nach Aufsprung des Jungen:

Ly =(J +m, R )-
Drehimpulserhaltungssatz: L, + L =Ly

Re My vy +Jy @ = (I +MRE )-

: N R
Winkelgeschwindigkeit: W =—X m, vy +Jy @

J+mR2
2 2
mit o =2z =2 =" ___0500s"
T, 12,56s
Drehzahl: n, = L R, Vs +Jy a5

““2r  J +mR?

o _ 1 3m-50kg-3ms™ +1125kgm’-0,500s™
27 1125kg m? +50kg - 3°m?

, _i 450+562,5 }

n =—————"—-=0,1023s™
27 1125+450 s
Winkelgeschwindigkeit: oy =2zn, =2r-0, 1023s*=0,643s™
Umdrehungszeit nachher: Te :i, =;_l =9,77s
n, 0,1023s

. Vor dem Aufsprung betragt die kinetische Energie des Jungen:

Evin s :%mJ VJ2 = %50 kg-3°m’s? =225

Die Rotationsenergie des Karussells betragt:
Ein =%JK o =%-1125kg m?-0,5%s2 =140,625 J
Die Rotationsenergie von Karussell und Jungen nach dem Aufsprung:
1 ,\2
Eink.s = E(‘]K +m, Ré )(a)K )
Einkss = % (1125kg m* +50kg -3°m”)-0,643’s

En v, =325,59
AW _ Eins * Edink = Einxcs

Anteil der verlorenen Energie:

ges Ekin,J + Ekin,K
AW  225] +140,625J —325,59J 40,035 _ TS
E 225J +140,625J 365,625

ges
10,95% der anfanglichen kinetischen Energie gehen als Warmeenergie/Reibungsarbeit
verloren.



4c. Das Karussell zusammen mit dem Jungen bei R, =3m dreht sich mit einer

Winkelgeschwindigkeit von @y =0, 643s™ (siehe Losung 4a.).
Drehimpulsanteil der Karussells:

Ly =J oy
L, =1125kgm?*-0,643s™ =723,375kg m*s™
Drehimpulsanteil des Jungen: L) =m, -RZ -,

L) =50kg -3*m*-0,643s ™ = 289,35kg m’s™
Gesamtdrehimpuls von Karussell zusammen mit dem Jungen vor dem Absprung:

L,y =(J¢ +my RE )@ =L +L

Ly, =(723,375+289,350)kgm*s™

L., =1012,275kg m*s™

Wenn der Junge vom Karussell abspringt, muss der Gesamtdrehimpuls erhalten bleiben.
Der Drehimpulsanteil des Jungen wird also erhéht, wahrend sich der Drehimpulsanteil
des Karussells um den gleichen Anteil verringert.

Fur den Gesamtdrehimpuls, also die Summe des Drehimpulses von Karussell ohne Junge
plus dem Drehimpuls des mit v, relativ zum Karussell abspringenden Jungen gilt:

v
Ly, =L"+L} =3 -of +m, -RE (a),'( +R—1j

K

V.
" _ " 2 ’ 2 1
Le; =J¢ o +m;-Re - +m, -Ry - —

K
Nach Drehimpulserhaltungssatz gilt: L., = L.,

(JK +m, Ri)a),’( =J-ap+m, -RZ -@ +m, -R2 |\Q/_l
K
1 " 2 Vv
Je o = o +m; R -—
RK
Winkelgeschwindigkeit ol =), _W
K
-1
oy :0,6433’1—50kg Sm 1,52ms =0,443s*
1125kgm
Drehzahl ne _1 ), — m, R -V
2r Jy
-1
! _1 0’6435_1_50kg 3m 1,5£ns
2r 1125kgm
-1
Drehzahl des Karussells: ny :0’42L35 ~0,07050s" Umdrehungszeit:
T

Tlél!: 1

"

=14,2s



4.

4a.

Eine homogene Stange (Lange | =1 m, Masse my =1kg)

soll im Endpunkt drehbar gelagert und senkrecht aufgehangt
sein. Ein Ball (m, =1 kg ) trifft die Stange am unteren Ende

mit einer Geschwindigkeit von v, =1ms™ (siehe Abb.). Der s 3__:>:?ii;--._
StoR soll elastisch sein und Reibungskrafte vernachlassigt - ) '
werden.

Welche Geschwindigkeit ug hat der Ball, welche "‘OT‘ ———————

Winkelgeschwindigkeit o, hat die Stange nach dem Stof3?
u; =0,5ms™, @ =15s"
Wie grol? ist der maximal Auslenkwinkel 4., der Stange nach dem Sto3?
8. =15,74°

Fir den elastischen StoR des Balls m; mit der senkrecht herabhdngenden Stange m, qgilt:

der Drehimpulserhaltungssatz: mVgl=Jao+myugl (1)
. 1 1 1
und der Energieerhaltungssatz: M Vi = 5 Jwf oM, ul 2)

mit dem Massentragheitsmoment eine Stange der Masse mg mit Drehpunkt am Ende:

1 1
J="m.1?==kgm?
3 T3

Geschwindigkeit von mg vor Stol3: Vg

Geschwindigkeit von m; nach StoR: Up

Winkelgeschwindigkeit der drehenden Stange nach Stof3:
@, =0

Winkelgeschwindigkeit der drehenden Stange nach Stol:

@,
. . Ja,
Umformung von Gleichung (1) liefert: o =Vg —Ug
B
oy gmt
Setze zur Vereinfachung: J= =3 ==

mg 12 mg1? 3
und bezeichne mit u, die Bahngeschwindigkeit des Stangenendpunkts im Abstand |
nach dem StoR3:

u =l-a
damit folgt fur Gleichung (1): J U =V —Ug
; : . ‘Ja)lz 22
Umformung der Gleichung (2) liefert: =Vg —Ug
mB
2 2
J1 a;l V2
mg |
Einsetzten von J und u, : Ju2 =v2 —u?

Losung des Gleichungssystems: Ju, =v, —ug ©)



n

JUf =vg—ug @
Umformung von (3) u = %(vB —Usg)

Einsetzten in (4) %(VB —uy ) =Vv2 -}

2 2 .2 1.2
Vg —2Vg Uy +Ug =J Vg —J Ug

vé(l—j)—ZvB uB+u§(l+j):O

v 1-J
uz—2—B_y, =—v2=—=
BTed % P14
Setze: o= lAZE
1+J 4
und potzd 23 1
1+J 3- 2

1 3 1
u87 = —Z+Z VB :EVB
Losung fur u: UB=%VB=O,5 1,0ms™=0,5ms™
1 1 3
Losung fur u, und o, : U, :F(VB_UB):g.(l_E].VB :EVB
u, —ng _g ,0ms™* =15ms™
u 15ms™ N
S =155
- I im

Alternativer Losungsweg (Es geht einfacher, wenn statt das Gleichungssystem

. . ~ 1 . .
allgemein zu l6sen, direkt der Zahlenwert J =3 eingesetzt wird.)

Py

Losung des Gleichungssystems: Ju =v;-Uu; —> x=3z-3y )
Juf=vi-ui > x2=322-3y? (6)

Ziel ist die Bestimmung von x und y:
Bestimme y: x=3z2-3y

Einsetzen in GI (6): (3z —3y)2 =37° -3y?
3(22 —-2zy+ yz): 7’ -y

2



y2—2§zy+iz2 e 8 1p
4 16 16 16 16

1 3 4
y,=+=z+-z=—2=12,
4 4 4

scheidet aus, weil sonst u, =0 ware, also eine Triviallosung darstellt.

LoOsung: y ——£z+§z—lz

J T4 42
: 1 ,
Einsetzen: U =5 Ve =5ms™*

: 3 3
Bestimmung von X=32-3y =3V, —EVB =§vB
: 3 3 4 4
Einsetzen: ulzsz:E-l,Oms =1,5ms
-1
_U _L5ms —15st
I im

in Ubereinstimmung mit der ersten Losung.

Zur Bestimmung des maximalen Auslenkungswinkels dient wieder der
Energieerhaltungssatz:

1
E‘]a)f:m|ghl

wobei h, die Hohe bezeichnet, um die der Schwerpunkt beim Riickschwingen der Stange
gehoben wird.

2
Es folgt: h = Jo
2m g

1mI 1?.1,5%s7 Lome -1,5%s7

h =3 _
2-m,-10ms™ 2:10ms™

h,=0,0375m=3,75¢cm

Der Auslenkwinkel ist: G . =arc cos(l—lﬁj =15,74°




4.

4a.

4b.

Eine Tr sei anfangs um 90° ge6ffnet und in Ruhe. Die Tr sei
B =1,25m breit und habe eine Masse von m, =75kg . Sie bewege sich

reibungsfrei.

Sie schlielRen die Tur mit einer konstanten Kraft von 220 N am &uReren
Rand. Die Kraft wirke immer senkrecht zum Turblatt. Wie lange dauert
es bis die Tur geschlossen ist? t ,=0,67s

Nun schlielen Sie die um 90° getffnete Tiir, in dem Sie eine Knetkugel T
(punktférmige Masse mit m, =0,5kg ) mit der Geschwindigkeit 12ms™

an den &uReren Rand werfen (siehe Bild). Die Knetkugel bleibt an der

90°

MK &

Tr haften. Wie lange dauert es bis die TUr geschlossen ist? t, = A _ Zi =8,35s
) )

Drehmoment M=F.-r=220N-1,25m=275Nm

Massentragheitsmoment der Tir bezlglich des Drehpunktes:

J. :%mT B? :%-75kg-1,252m2

J; :%-75kg -1,25°m* = 39,06kg m’
Winkelbeschleunigung: oz:M ﬂ—?,%s‘z

J. 39,06kgm®

Die Bewegung der Tur ist eine gleichmaliig beschleunigte Drehbewegung mit
Anfangsgeschwindigkeit und Anfangswinkel gleich Null. Gesucht ist die Zeit, in der der

Winkel den Wert von 90° = % erreicht:

Fur die Funktion ¢(t): o(t) ZEatz
SchlieRzeit der Tur: t,= \/E =0,67s
o
Fur den vollkommen unelastischen Sto3 der Knetkugel mit der Tar gilt der
Drehimpulserhaltungssatz: Loorner = z L. nachher
Vor dem StoR: Loher =B-Pp=B-m, -v,
Nach dem StoR: D Linactner =I5 + i )@
Es folgt: B-m¢-v =(J; +J¢ )
Massentragheitsmoment der Knete: J, =m, B*=0,5kg-1,25°m* =0, 78kg m*
Winkelgeschwindigkeit nach Sto: @ = B-myg Vie | My Vi
Jr +Jg 1 B
g my + My
-1
o 0,5kg-12ms 018825

@-75kg +O,5kgj-1,25m




Die Tur schlieBt in Form einer gleichformigen Kreisbewegung.
_Ap_ 7w _ 8.355

Es qilt: t
g > o 2w



