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4.3 Statistik des radioaktiven Zerfalls

Stichworte: Radioaktivitét, a-, B-, y-Strahlung, Geiger-Miiller-Zahlrohr, Statistik, Poisson- und GauR3-Verteilung, Stan-
dardabweichung, Reinheitszahl, statistische Analyse.

1 Theoretische Grundlagen

Die radioaktive Umwandlung von Atomkernen folgt statistischen Gesetzen. Dies bedeutet, dass
nicht der genaue Zeitpunkt des einzelnen radioaktiven Zerfalls vorhersagbar ist, sondern nur, dass
er mit einer Wahrscheinlichkeit von 50% innerhalb der Halbwertszeit Ty, liegt. Da die Zerfallser-
eignisse einer Strahlungsquelle keine Korrelationen untereinander besitzen, sind sie zeitlich zufallig
verteilt. Abb. 4.3-1 verdeutlicht, dass diese zuféllige zeitliche Verteilung die Ursache fur die Varia-
tion der beobachteten Ereigniszahlen N bei gleicher Messzeit AT ist. Die mathematisch exakten
Verteilung der Ereigniszahlen N fur den Erwartungswert (N) sind Poisson-Verteilungen

P(N,{(N)). Fir (N) — o geht die Poisson- in eine GauB3-Verteilung G(N,(N)) ber.
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Abb. 4.3-1 Mathematische Simulation
einer Zeitverteilung mit 100 Zerfallsereignis-
sen (senkrechte Marken) in einem Zeitinter-
vall von 30 s. Die mittlere Zerfallsrate betragt

3,33 5™, In Messzeiten von 12 s erwartet man
im Mittel 40 Zerfallsereignisse. Die zufallig
ausgewahlten Messzeitintervalle

0 5 10 15 20 25 30 AT, = AT, =125 enthalten im vorliegenden
tls Fall 49 und 32 Ereignisse.
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Abb. 4.3-2 Poisson-Verteilungen flir Erwartungs- Abb. 4.3-3 Vergleich von Poisson- (P(N) und

werte (N)=1,2....,20 . Fir kleine (N) sind die Vertei-
lungen schiefsymmetrisch, je groRer (N), um so mehr

nahern sie sich symmetrischen Glockenkurven an (vergl.

(N)=20).

GauB-Verteilung G(N) fiir (N)=20 und (N)=40. Fir
(N)> 20 ist eine akzeptable Ubereinstimmung gegeben.

Wegen der gunstigeren mathematischen Eigenschaften
verwendet man in der Strahlungsmesstechnik vorzugs-
weise die GauB-Verteilungen.
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Die Varianz der Poisson-Verteilung ist o® mit o> = (N). Die Standardabweichung o ist die Wur-
zel aus der Varianz (o =+/(N) ). Die GauB-Verteilung kann mit Hilfe von o in folgender Form ge-
schrieben werden:

G(N,(N),a)_g\/_ exp(——(NTNj ]

oist ein Mal fir die Breite der Glockenkurve. Die Flache (Integral) zwischen (N) — o und

(N) + o betrégt 68,3% der Gesamtflache, die auf 100% normiert ist. Zur Prufung einer experimen-
tellen Haufigkeitsverteilung kann diese entweder direkt mit der GaulR-Verteilung G(N) oder als
Hé&ufigkeitssummenverteilung mit der Integralfunktion W(N) verglichen werden. Die H&ufigkeits-
summenverteilungen werden dabei zweckmaRigerweise auf Wahrscheinlichkeitspapier aufgetragen,
da die Gaul3sche Integralfunktion W(N) in dieser Darstellung einer Geraden entspricht.

0,05 : . . ; - . : 120%
3o
e 100%
0,04+ 197,72 9 =
64,13 480%
0,034 E ] Abb. 4.3-4  Darstellung der Gau-
| 160% Verteilung G(N) und ihrer Integralfunktion
0024 L W(N) firr (N) =100 und o = /(N) =10.
2 140% Der Bereich +1o entspricht 68,26 % des
© 0.01 E T Gesamtintegrals. Fir +2o ist der entspre-
’ 58Ty 20% chende Wert 95,44 %, fir +3o entspricht
12,28 9% er 99,72 %. Zeichnet man die Integralfunk-
0,00 : pamz==d 0% tion auf Wahrscheinlichkeitspapier, ergibt
60 100 120 140 sich eine Gerade.

Misst man wiederholt die Strahlungsintensitét eines radioaktiven Préparates mit langer Halbwerts-
zeit, so erhalt man in konstanten Messzeiten AT unterschiedliche Impulszahlen N;. Der Erwar-
tungswert (N) kann bei n Einzelmessungen N; durch den Mittelwert N abgeschatzt werden:
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Der Standardabweichung o entspricht naherungsweise der empirischen Standardabweichung s:
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o

und der Standardabweichung des Erwartungswertes o, die Standardmessunsicherheit u(N)
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Bei einer endlichen Messreihe gilt ndherungsweise o =+/N oder als (grobe) Schatzung o =~ /N, .

. . N )
Die Standardabweichung des Erwartungswertes o, kannals o, = o; =,/— abgeschatzt wer-
n

den. Die Beziehung o ~ /N, ist bei praktischen Messaufgaben niitzlich, da sie einfach und schnell
eine Abschatzung fir die zu erwartende Streuung der Impulszahlen ermdglicht.

Tabelle 1:  Absolute und relative Standardabweichungen als Funktion der Impulszahlen

Anzahl der Standardabweichung Standardabweichung
Impulse absolut relativ
N c o/N
10 3.2 32 %
100 10 10 %
1000 32 3.2%
10000 100 1%

Als Reinheitszahl RZ definiert man das Verhaltnis aus der empirischen Standardabweichung s und

der nach der Poisson-Statistik erwarteten Standardabweichung o = /(N), RZ = 3 Wenn die
(o2

Reinheitszahl in der N&he von 1 liegt, beruht die Streuung der Einzelmessungen auf rein statisti-
schen Einflussen. Bei einer grofieren Abweichung mit RZ >1 kann eine Beeinflussung durch weite-
re Parameter angenommen werden.

2 Aufgaben

e Bestimmung der Nullrate (Untergrundrate) ohne radioaktives Praparat.

e Auf der Basis von ca. 100 Einzelmessungen der Impulszahl mit einem radioaktiven Praparat
soll die Reinheitszahl RZ ermittelt werden und die beobachtete Haufigkeitsverteilung mit der
Gaul-Verteilung verglichen werden. Man erstelle bereits wéhrend des Laborversuchs eine
(vorlaufige) graphische Darstellung der Haufigkeitsverteilung.

e Man trage die Haufigkeitssummenverteilung auf Wahrscheinlichkeitspapier auf und ermittle
die Integralfunktion der Gaul3-Verteilung W(N) als Ausgleichsgerade.

e Bestimmen Sie die Nutzrate als der Differenz von Messrate und Nullrate.

3 Erforderliche Geréate

Die Messanordnung besteht aus einem Geiger-
Madller-Detektor (GM) mit Nachweiselektro-
nik (E) und einem radioaktiven Praparat (Q)
mit einem Abschirmungsbehalter (A) (vom
Assistenten bereitgestelltg. Das Praparat ent-
halt ein Nuklid (Isotop: ®°Sr) mit sehr langer
Halbwertszeit (T1, = 28,6 a), das B-Strahlung
(Elektronen) aussendet. Die Messbedingungen
(Abstand Préparat — Detektor, Hochspannung
am Detektor, Messzeit) miissen konstant
gehalten werden.

(Hinweis: DieAktivitat der Quelle ist gering und die Reichweite der
-Strahlung begrenzt. Bei einem Abstand von mehr als 20 cm tritt
keine nennenswerte Strahlungsdosis auf.)

Abb. 4.3-5

Experimenteller Aufbau
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Inbetriebnahme: Die Messelektronik wird an der Riickseite des Gerategehauses eingeschaltet. An-
schlieBend muss: (1) die ENTER-Taste (J), (2) die Taste unter ""Lehre™ (3) die Taste unter
"GM" gedruckt werden. Es erscheint auf dem Display die Information:

30(IntymVv T Stop
550V Impulse

Fur die Messungen muss nur noch START/STOP gedriickt werden.

4 Versuchsdurchfiihrung

e  Zundchst bestimme man die Nullrate (etwa 10 Messungen), also die Z&hlrate, die auch ohne
Verwendung eines radioaktiven Praparats vom Detektor angezeigt wird. Sie entsteht durch na-
tirliche Radioaktivitat in den Umgebungsmaterialien und der Luft sowie durch kosmische
Strahlung.

e Man messe n =100 mal mit dem radioaktiven Praparat (*°Sr) unter konstanten Messbedingun-
gen. Die Impulszahlen fiir die Messzeit von 12 s sollten im Bereich von 3000 — 5000 liegen.

e Nach den ersten zehn Messungen ist ein vorlaufiger Mittelwert N zu bilden und ein erster

Schatzwert fiir die Standardabweichung zu berechnen: o, = \/N, . Im Intervall
(N, —30,)< N <(N, + 30, ) werden praktisch alle Messwerte (99,7 %) erwartet. Dieses In-
tervall teile man in k Klassen, wobei k ~/n (fir 100 Messungen k ~10) empfohlen wird. Die

Klassenbreite ergibt sich zu %ao. Man kann eine ganzzahlige Naherung verwenden.

o Wahrend des Versuchs soll das Entstehen der
absoluten Haufigkeitsverteilung in Form einer
Strichliste beobachtet werden. Dazu trage man
fiir jeden Messwert einen waagerechten Strich
in die zugehorige Klasse ein. Anfangliche Un-
symmetrien der Strichlistenverteilung werden
bei wachsender Zahl der Messungen weitge- -
hend verschwinden. Bei 100 Messungen wer-
den meist (jedoch nicht immer) Verteilungen

mit GaulR-Kurvenform erreicht. Abb 4.3-6 Strichlistenverteilung als Naherung fiir die
Verteilungsfunktion.

Absolute Haufigkeiten
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Klassengrenzen

Beispiel: Alle Impulszahlen sind bezogen auf dieselbe Messzeit (z. B. AT=12 s): Mittelwert = 3600 Impulse,

Standardabweichung = 60 Impulse, Gesamtbreite der zehn Klassen = 360 Impulse, Klassenbreite = 36 Impulse
Klassengrenzen: 1. Klasse 3420 bis 3456, 2. Klasse 2456 bis 3492,............. 10. Klasse 3744 bis 3780.

5 Auswertung

e Manberechne N, s, u(N), o= \/ﬁ und o = \/E und vergleiche die Ergebnisse. Man be-
n

rechne die Reinheitszahl RZ. Die Messrate ist: R,, =T Sie setzt sich zusammen aus der
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Nutzrate R, und der Nullrate R,, R,, = Ry +R,. Bestimmen Sie R, und R, . (Geben Sie

vollstéandige Ergebnisse an, also Ergebnisgréf3en und (Standard-)Messunsicherheiten.)
e Teilen Sie den Bereich zwischen dem grofiten und dem Kkleinsten Wert von N, in k gleich gro-

Re Intervalle (Klassen, Anzahl k = Jn | wir zuvor.) und verteilen Sie die n-Messwerte N, auf

die k-Klassen. Sie erhalten so die absolute Haufigkeitsverteilung. Dividiert man diese durch n
so erhélt man die relative Haufigkeitsverteilung, die als Histogramm zusammen mit einer be-
rechneten GaulR-Verteilung G(N) dargestellt werden kann. Zur Normierung multipliziere man
die GauR3-Verteilung mit ANk.

(Begriindung: Das Integral der reinen GauR3-Verteilung ist 1. Die Summe der relativen Haufigkeitsverteilung ist zwar ebenfalls 1, aber bei einer
Histogrammdarstellung ist die Gesamtflache 1 - ANk, wobei ANk die Klassenbreite, also gleich der Breite der Saulen im Histogramm ist).

0,30
1 — exp. relative Haufigkeit
—— G(N,<N>=3750,0=61) * AN,
0,254 —— Erwartungswert <\>
----- Standardabweichung «
« 0204 T
3 1 Abb. 4.3-7  Vergleich einer gemessenen Haufig-
* 0154 keitsverteilung (rot) mit einer Gaulverteilung
= ] —
= ol (schwarz), die fiir (N) =3750und o =N =61
2 . berechnet wurde. Durch Multiplikation der Gaul3-
0,054 Verteilung mit dem Faktor ANy = 36,7
1 . _ (=Klassenbreite)erhalten beide Verteilungen die glei-
o,oom e - =8 che Normierung.

e Zusétzlich soll ein Vergleich zwischen der gemessene Haufigkeitssummenverteilung (erster
Wert = Inhalt Klasse 1, zweiter Wert = Summe von Klasse 1 + Klasse 2, ....... ) mit der Gaul3-
schen Integralfunktion W(N) (siehe Abb. 4.3-4) durchgefuhrt werden. Dazu zeichne man die
Héaufigkeitssummen auf Wahrscheinlichkeitspapier. Eine Gaulische Integralfunktion W(N) er-
gibt beim Auftragen auf Wahrscheinlichkeitspapier eine Gerade. Wenn die diskreten Punkte
der experimentellen Haufigkeitssummenverteilung einen linearen Zusammenhang erkennen
lassen, bestétigt dies, dass die Messwerte einer GauRschen Normalverteilung entsprechen und
die Ausgleichsgerade ist dann eine Naherung fur die der zugehdrigen Integralfunktion W(N).
Die Auswertung mit Hilfe von Wahrscheinlichkeitspapier bietet auch die Mdglichkeit, Erwar-

tungswert (N)und Standardabweichung o zu bestimmen: Dem Ordinatenwert 50% entspricht

auf der Abszissenachse der Erwartungswert (N), den Ordinatenwerten 15,9% und 84,1% ent-
sprechen Abszissenwerte, deren Differenz gleich der doppelten Standardabweichung 2o ist.
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2 50% Abb. 4.3-8 Haufigkeitssummenverteilung der
E gg;g; Messwerte aus Abb. 4.3-7 (rot) aufgetragen mit
2 20%- einer Wahrscheinlichkeitsordinate. Die Ausgleichs-
@ 10%d gerade (schwarz) entspricht der Integralfunktion der
T s%- | Gaul-Verteilung W(N) und kann in gezeigter Weise

2%- : zur Abschétzung des Erwartungswerts <N> und der

L e o P e P T Standardabweichung o dienen.
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